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Les Colonnes Cylindriques Transparentes Unieolores et Bicolores 

P A R  TIBERIU R O M A N  

Institut de POtrole, Gaz et GOologie, Bucuresti, Roumanie 

(Recu le 5 janvier 1970) 

By unrolling the surface of a cylinder into a double-faced plane, the cylindrical, double-faced columns, 
with single-coloured ( j ' )  or two-coloured (~--2) patterns and their symmetries, are studied. A symmetry 
is the isometric mapping of the column and its pattern set onto themselves, and is characterized by the 
retention or change of the patterns between the two faces, or by the colour-retention or colour-change 
of the patterns. All possible classes of these discontinuous columns are derived for the cases with and 
without translation. As extreme cases, the columns with an infinite-fold cylinder axis and those with an 
infinite screw pitch are given. For particular values of m, the rotational component order of the fundamen- 
tal rototranslation, the 945 types of proper crystallographic, two-coloured, transparent, columns ~--2 2¢ 

are deduced. Illustrations are given for the unrolling into a double-faced plane of some types 0f3"22c 
columns, of the two-coloured, biracial columns without translation, ~--22, and of the two-coloured, 
semicontinuous oblique columns. 

1.  L e s  c o l o n n e s  t r a n s p a r e n t e s  u n i c o l o r e s  

1.1. Ddfinitions 
Une colonne cylindrique transparente unicolore J -  est 

la surface d'un cylindre circulaire infini S, dont les deux 
faces (consid6r6es comme 6tant distinctes) sont pour- 
rues d'un ensemble de motifs. 

Un motifest  constitu6 d'un ensemble (marqu6 d'une 
certaine mani~re) de points de S, n 'admettant aucune 
sym6trie. Pour chaque motif, on pr6cise s'il est situ6 
sur la face ext6rieure ou int6rieure du cylindre. 

Une symdtrie de J -  est une application isom6trique 
de la colonne sur elle-m~me, ainsi que de l'ensemble 
des motifs sur lui-m~me, telle que les faces de S n e  
soient pas 6chang6es. Les colonnes J qui admettent 
seulement ces sym6tries seront appel6es unilatdrales et 
not6es J- ' .  Si tous les motifs se trouvent sur la face 
ext6rieure, la colonne sera not6e ~--'e et s'ils se trouvent 
sur la face int6rieure. J-~. 

Une s-sym~trie de J -  est une sym6trie suivie d'un 
6change des motifs entre les deux faces du cylindre. 
Soit F la s-sym6trie qui fait correspondre 5̀  chaque 
point de la face ext6rieure de S le m~me point consid6r6 
sur la face int6rieure et r6ciproquement. Les colonnes 
3-  qui admettent aussi F seront appel6es bilatdrales et 
not6es J - " .  Les colonnes 9" qui admettent des s-sym6- 
tries sans admettre F seront appel6es bifaciales et 
not6es j-2. 

1.2. Les symdtries des colonnes J et des ornements 
gt deux faces 

La m6thode g6om6trique utilis6e en Roman (1969a) 
montre imm6diatement que les colonnes J "  sont les 
colonnes 5" de Roman (1969a), tandis que les colonnes 
~--" s'en d6duisent en ajoutant la s-sym6trie F. 

La correspondance entre les sym6tries des colonnes 
3- '  (ou 5") et celles des ornements plans est donn6e 
dans le Tableau 1 de Roman (1969a). 

La correspondance entre les sym6tries de J - "  (et ~-'2) 
et celles des ornements 5. deux faces peut ~tre obtenue 
5. partir du Tableau 1 de Roman (1969a) en ajoutant 
les s-transformations de chaque transformation et en 
observant qu' 5. F correspond la sym6trie par rapport 

P, plan du r6seau de l 'ornement. 

1.3. Les classes des colonnes J-  
Les colonnes ~--' et 5p ont donc les m~me classes de 

sym6trie" 
- 2 classes de colonnes J - '  (sans translation), [v. le 

Tableau 4 de Roman (1969a)]; 
- 17 classes de colonnes 3- '  t (5. translation), [v. le 

Tableau 3 de Roman (1969a)]; 
- 6 classes de colonnes J - '  semicontinues et le type 

continu [v. Figs. 77-82 de Roman (1969a)]. 
Les colonnes J - "  admettent les m~mes classes que 

J - ' ;  dans les Tableaux 3 et 4 de Roman (1969a) il faut 
ajouter la s-sym6trie F et son produit par les sym6tries 
de chaque classe. 

Les classes des colonnes ~--2 sont mises en corres- 
pondance biunivoque avec les classes des colonnes bico- 
lores 5P2 de Roman (1969b) en consid6rant les motifs 
d'une couleur comme situ6s sur la face ext6rieure, tan- 
dis que ceux de l 'autre couleur sont situ6s sur la face 
int6rieure. I1 s'ensuit que les colonnes ~--2 ont les 
m~mes classes de sym6trie: 

- 3 classes de colonnes j -z  (sans translation) [v. le 
th6or~me II de Roman (1969b);] 

- 67 classes de colonnes 3--~ (5  ̀ translation) [v. le 
th6or6me I de Roman (1969b)]; 

- 9 classes de colonnes j -z  semicontinues [v. Fig. 
71-79 et le paragraphe 11 de Roman (1969b)]. 

2 .  L e s  c o l o n n e s  t r a n s p a r e n t e s  b i c o l o r e s  

2.1. Ddfinitions 
Une colonne cylindrique transparente bicolore J-2 est 

la surface d'un cylindre circulaire infini S, dont les deux 
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faces (consid6r6es distinctes) sont pourvues d'un en- 
semble de motifs bicolores. 

Un motif  bicolore est constitu6 d'un ensemble (mar- 
qu6 d'une certaine manibre) de points de S n'admettant 
aucune sym6trie; pour chaque motif, on pr6cise s'il est 
situ6 sur la face ext6rieure ou int6rieure du cylindre et 
si ses points sont affect6s de la 'couleur' blanche ou 
noire. 

Une sym~trie de 3-2 est une application isom6trique 
de la colonne sur elle-m~me, ainsi que de l'ensemble 
des motifs sur lui-m~me, en gardant les couleurs et les 
faces de S. 

Une antisym&rie de 3-2 est u~.ae sym6trie suivie de 
l'inversion de couleur des points; une s-sym6trie de 
5 2  est une sym6trie suivie d'un 6change des motifs 
entre les deux faces du cylindre; une s-antisymdtrie de 
~--2 est une s-sym6trie suivie de l'inversion de couleur 
des points ou une antisym6trie suivie d'un 6change des 
motifs entre les deux faces du cylindre. S'il y a une 
translation parmi les sym6tries d'une colonne J-z, on 
l'appellera 3-2t, sinon J-2. 

Soit F la s-sym6trie qui fait correspondre ~. chaque 
point de la face ext6rieure de S le m~me point consid6r6 
sur la face int6rieure et r6ciproquement. 

Nous classons les colonnes ~--z en:unilatdrales (~-'2) 
si elles n'admettent que des sym6tries et antisym&ries, 
(si tous les motifs se trouvent sur la face ext6rieure, 
nous appelons la colonne 5/~, et s'ils se trouvent sur 
la face int6rieure ~"--~); bilat~rales (52) si elles admet- 
tent la s-sym6trie F ou la s-antisym6trie aF; bifaciales 
(5-22) si elles admettent des s- et as-sym6tries sans ad- 
mettre F ou aF. 

Une colonne ~--2 est nomm6e cristallographique 
(~--2c) si elle a un axe (ou antiaxe) h61icoidal d'un des 
ordres 1, 2, 3, 4, 6 ou bien un axe (ou antiaxe) de 
sym6trie compos6e d'un des ordres 2, 4, 6. I1 r6sulte 
que toute colonne ~-2c est une colonne ~--2t. 

Un ornement bicolore en relief (ou ~. deux faces) est 
un ensemble de motifs tridimensionnels (ou plans, b. 
deux faces) de deux couleurs, ensemble invariant (avec 
ou sans changement de couleur) par rapport ~. la 
translation n~tl+nzt2, off t~ et t2 sont deux vecteurs 
formant une base (ou une maille simple) dans le plan, 
tandis que n~ et n2 sont des nombres entiers. Les 368 
types d'ornements bicolores en relief sont connus [v. 
par exemple leurs d6ductions g6om&rique dans Roman 
(1965) et alg6brique dans Roman (1966)]. 

2.2. Correspondance entre les symdtries des colonnes 
~-z et celles d'ornements bicolores gt deux faces. 
En d6veloppant une colonne 5"2 sur un plan, on 

obtient une bande ~, deux facesde largeur 2zcr, bord6e 
par des g6n6ratrices du cylindre S (de rayon r). Cette 
bande est une partie d'ornement bicolore en relief (ou 
~, deux faces). 

D'une manibre analogue b, celle utilis6e en Roman 
(1969a), on 6tablit que les d6veloppements plans des 
colonnes ~--2 n'appartiennent qu'aux 257 types d'orne- 
ments bicolores ~t deux faces, types de r6seaux de paral- 

161ogrammes, de rectangles et de losanges (Roman, 
1965). 

La correspondance entre une sym6trie de colonne 
5"2 et celle de l 'ornement bicolore ~ deux faces peut 
&re 6tablie imm6diatement et est donn6e dans le Tab- 
leau l(a) et (b). 

Les 12 points du Tableau l(b) peuvent ~tre obtenus 
~. partir des 12 premiers points du Tableau l(a), en 
61iminant dans la colonne de gauche la lettre s e t  dans 
la colonne de droite la sym6trie par rapport 5. P, plan 
du r6seau de l 'ornement. 

2.3. Les classes des colonnes 5 2  et J-~ 
Puisque les colonnes ~--;e n'admettent aucune s- 

sym6trie, elles coincident avec les colonnes 6:2, ayant 
tousles motifs situ6s sur la face ext6rieure de S. I1 y a 

~-' (sans translation), 67 donc: 3 classes de colonaes ~' 2e 
classes de ~-t2e t (a translation) et 9 classes de colonnes 

a-, (Roman, 1969b). Les mames r6sultats continues J 2e 
oT"t sont valables pour les classes de ~ 2i. 

a-, (ou ~--~t) sont celles Les sym6tries des colonnes #' Ze 
des colonnes 5:2 (v. §§ 3-7 de Roman, 1969b). Les 
types cristallographiques sont donn6s dans le th6or~me 
Ill de Roman (1969b). 

Les colonnes J-~ sont de deux esp~ces: ~--~F qui 
j,j,j,j,j,j,j,j,j,~- # 

admettent la s-sym6trie F et ~' z=F qui admettent la s- 
antisym6trie aF. Les colonnes J-~F sont bicolores sur 
une face, c'est-~.-dire que le nombre des classes coincide 
avec celui des colonnes 5:2. Les colonnes ~--~F peuvent 
6tre (a) unicolores sur une face)* ou (b) bicolores sur 
chaque facet"; (a) le nombre de classes coincide avec 
celui des colonnes Sp [il y a donc 2 classes de colonnes 
O T - - u n i e  
~ "  2aF sans translation, 17 classes de colonnes ,a-"unit o .  2 . a F t  

translation, 7 classes de colonnes ~-,,u,~ continues (Ro- ~"  2 a F  

man, 1969a)]; (b) le nombre de classes coincide avec 
celui des colonnes 6:2. 

07-#  Les sym6tries de chaque classe des colonnes ~'2F 
sont celles de la classe correspondante des colonnes 6:l  
[v. §§ 3-7 de Roman (1969b)], auxquelles on ajoute 
F et son produit par les sym6tries admises. 

Les sym6tries de chaque classe des colonnes za-,,~i¢ ~ "  2 a F  

se d6duisent de celles de la classe correspondante des 
colonnes 6: [v. Tableaux 3, 4 de Roman (1969a)] en 
ajoutant aF et son produit par les sym6tries admises, 
tandis que pour les colonnes q-"b~¢ ~" 2aF, on proc~de de la 
m~me mani~re dans les §§ 3-7 de Roman (1969b). 

~ - "  l ~ - ' b i c  Les types cristallographiques de ~' 2F et sont ~ "  2 a F  

donn6s dans le th6or~me III de Roman (1969b); ceux 
de q'"u"i¢ sont donn6s dans les Tableaux 2 ou 3-ter de ~ "  2 a F  

Roman (1969a). 

2.4. Les colonnes 3-2  t 

Des 257 types d'ornements bicolores h deux faces, 
qui peuvent constituer le d6veloppement plan des co- 
lonnes #'-2, il y a 99 types [ceux d6duits de 30 types 
d'ornements bicolore plans - dfis aux r6seaux paral- 

* D6sign6es ,~z-'unic o ,  2 a F  

]" D6sign6es or-btc 
~ "  2 a F  
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161ogrammiques, rectangulaires  et r h o m b i q u e s  - par  
les proc6d6s a, bl, b2, b3 [v. § 3.4 de R o m a n  (1965)] qui  
sont  le d6ve loppemen t  des co lonnes  ~--~ et 3- ; .  En 6tu- 

d ian t  chacun  des 158 autres  types, on d6duit  les 352 
classes des co lonnes  3-2at . Pour  syst6matiser l '6tude, ces 
classes sont  group6es d 'apr~s celles des co lonnes  unico-  

Tab leau  1 (a). Correspondance des symdtries cylindrique et plane (bicolore, gt deux faces) 

Sym6trie de la colonne .-~7" 2 

1 s-translation (sT) 
2 s-antitranslation (saT) 
3 s-rotation (sR) autour de 

l'axe du cylindre S 
4 s-antirotation (saR) autour 

de l'axe du cylindre S 
5 s-rototranslation (sRT) autour 

de l'axe du cylindre S 
6 s-antirototranslation (saRT) 

autour de l'axe du cylindre S 
7 s-sym6trie (sm t) [OU s-sym6trie 

compos6e (sRc)] par rapport 
5. un plan transversal 

8 s-antisym6trie (sam t) [ou 
s-antisym6trie compos6e (saRc)] 
par rapport ~t un plan transversal 

9 s-sym6trie (sm a) [ou s-sym6trie 
avec glissement (stag)] 
par rapport ~t un plan axial 

10 s-antisym6trie (sam a) [ou 
s-antisym6trie avec glissement 
(samg)] par rapport ~t un plan axial 

11 s-rotation (sr) autour d'un 
axe binaire, normal ~t l'axe 
du cylindre 

12 s-antirotation (sar) autour 
d'un axe binaire, normal ~t 
raxe du cylindre 

13 F 
14 aF 

Sym6trie de l'ornement bicolore 
b. deux faces 

translation longitudinale et 13 
antitranslation longitudinale et 13 
translation transversale et 13 

antitranslation transversale et 13 

translation dans une autre 
direction et 13 

antitranslation dans une autre 
direction et 13 

rotation (ou rototranslation) 
autour d'un axe binaire, transversal 
de P* 

antirotation (ou antirototranslation) 
autour d'un axe binaire, 
transversal de P* 

rotation (ou rototranslation) autour 
d'un axe binaire, longitudinal 
de P* 

antirotation (ou antirototranslation) 
autour d'un axe binaire, 
longitudinal de P* 

sym~trie par rapport ~t un point 
de P* 

antisym6trie par rapport ~t un 
point de P* 

sym6trie par rapport ~t P* 
antisym6trie par rapport ~t P* 

* P e s t  le plan de l'ornement. 

Tab leau  l(b). Correspondance des symdtries bicolores cylindriques et planes 

Sym6trie de la colonne 57"2 (ou "-~2) 

1 translation (T) 
2 antitranslation (aT) 
3 rotation (R) autour de l'axe du 

cylindre S 
4 antirotation (aR) autour de l'axe 

du cylindre S 
5 rototranslation (RT) autour de l'axe 

du cylindre S 
6 antirototranslation (aRT) autour de 

l'axe du cylindre S 
7 sym6trie (m t) [ou sym6trie compos6e 

(Re)] par rapport ~t un plan 
transversal 

8 antisym6trie (am ~) [ou antisym6trie 
compos6e (aRc)] par rapport ~t un 
plan transversal 

9 sym6trie (m a) [ou sym6trie avec 
glissement (mg)] par rapport gt 
un plan axial 

10 antisym6trie (am a) [ou antisym6trie 
avec glissement (amg)] par 
rapport/t un plan axial 

11 rotation (r) autour d'un axe binaire, 
normal ~t l'axe du cylindre 

12 antirotation (at) autour d'un axe 
binaire, normal b. raxe du 
cylindre 

Sym6trie de l'ornement 
plan bicolore 

translation longitudinale 
antitranslation longitudinale 
translation transversale 

antitranslation transversale 

translation dans une autre direction 

antitranslation dans une autre 
direction 

sym6trie (ou sym6trie avec glissement) 
par rapport/t un axe transversal 

antisym6trie (ou antisym6trie avec 
glissement) par rapport/t un axe 
transversal 

sym6trie (ou sym6trie avec 
glissement) par rapport ~t un axe 
longitudinal 

antisym6trie (ou antisym6trie avec 
glissement) par rapport ~un axe 
longitudinal 

rotation autour d'un axe binaire, 
normal au plan de l'ornement 

antirotation autour d'un axe 
binaire, normal au plan de 
l'ornement 
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lores de base 6at [v. colonne 3 Tab leau  3 de R o m a n  
(1969a)]. 

(a) Classes de 3--~t correspondant d (c) mC1 
A l ' o rnemen t  bicolore ~. deux faces ClCll correspon-  

dent  deux classes de J-~t,  une  pour  chaque  colonne 
5az: (c)m[C1, et (c)m~C1 [v. Figs. 1 et 2 de (1969b)*], 
tandis  qu '  ~. l ' o rnemen t  aC~d ne cor respond  ahcune  
classe, puisque la combina i son  de chacune  de ses t rans-  
lat ions avec les ro to t rans la t ions  d6termin6es par  les 
deux autres  impl ique une colonne (c)m/klCld. 

(b) Classes de J-~t correspondant gt (c)m/kC1 
A l ' o rnemen t  bicolore ~t deux faces ClCl~ correspon-  

dent  trois classes de colonnes  J-~t,  car  T peut  8tre as- 
soci6e avec une saRT, tandis que s a t  peut 8tre associ6e 
avec une  RT ou une saRT Iv. Figs. 3-5 de R o m a n  
(1969b)]. A l ' o rnemen t  acid (Figs. 1-6 pour  re~k=4~2) 
cor responden t  six classes, puisque chacune  de ses t rans-  
lat ions (aT, sT, saT) peut  8tre associ6e avec les r a t a -  
t rans la t ions  d6termin6es par  les deux autres  (aRT, sRT, 
saRT). 

(c) Classes de :-~t corespondant d (c)mC2 
Si la colonne bicolore 6az est (c)mlC2, on obt ient :  

une  classe de ~-"2 t de l ' o rnemen t  C2cll [v. Fig. 6 de 
R o m a n  (1969b)] et deux de Czc21 (Fig. 7, m = 4 ;  Fig. 8, 
m = 3), puisque la s - t r ans la t ion t  du dernier  peut  deve- 
nir une sT ou sRT de la colonne.  

Si la colonne bicolore  est (c)mt2Cz, on obt ient  une 

* Le motif blanc est consid6r6 sur une face tandis que le noir 
est sur l'autre. 

1" On appellera ainsi le produit de la translation et de la 
sym6trie par rapport b. P d'un ornement bicolore b. deux faces. 

classe de ~-"~t pou r  chacun  des o rnements  bicolores ~t 
deux faces C2c12 (Fig. 9, m = 4 ) ,  C2c22 (v. Fig. 7 de 
R o m a n  (1969b)*], 2CEdz (Fig. 11, m = 4 ) ;  de m~me 
pour  (c)m'~C 2 [Figs. 10 et 12, m = 3 ;  v. Fig. 8 de R o m a n  
(1969b)*], tandis  qu '  b. l ' o rnement  2C2dl ne cor respond  
aucune  classe, c o m m e  au point  (a) pour  iCld. 

(d) Classes de J-~t correspondant gt (c)m/kC2 
Si la colonne 6:2 est (c)m/kl C2, on obt ient :  une classe 

de.C-~t de l ' o rnement  C2Cll [v. Fig. 9 de R o m a n  (I 969b)*] 
et trois de Czcz~ (Figs. 13, 14, 15, re~k=4~2) puisque ses 
t rans la t ions  (T, sT) peuvent  devenir :  (T, sRT), (sT, 
RT) ou (sT, sRT) dans  une colonne J-~t- Si l a c o l o n n e  
bicolore est (c)m/k~C2, il y a une classe pour  chacun 
des ornements  bicolores h deux faces C2cu (Fig. 16, 
m/k = 4/2), C2cz2 [v. Fig. 10 de R o m a n  (1969b)*], 2C2d2 
(Fig. 19, m/k = 4/2);  les mSmes r6sultats pou r  (c)m/k~C 2 
[Figs. 17 et 20, m/k = 4 / 2 ;  v. Fig. 11 de R o m a n  (1969b)*] 
et pour  (c)m/kS2Cz [Figs. 18 et 21, m/k = 4 / 2 ;  v. Fig. 12 
de R o m a n  (1969b)*]. A l ' o rnement  2Czdl cor responden t  
six classes (Figs. 22-27,  m/k = 4/2) ( comme ou point  (b), 
pour  1Cld). 

(e) Classes de ~ - 2  t correspondant gt (c)mCla 
M~mes rdsultats qu '  au point  (b) (v. Figs. 13-15 de 

R o m a n  (1969b)* Fig. 28 et encore  5 Figures se dddui- 
sent des Figs. 1-6). 

( f )  Classes de ~'-2 t correspondant dl (c)mC2a 
M~mes r6sultats  qu '  au point  (d) Iv. Figs. 16-19 de 

R o m a n  (1969b)*]. On obtient  des Figures pour  les nou-  
velles classes, si on refait  les Figs. 13-27 avec k = m ) .  

* Le motif blanc est consid6r6 sur une face tandis que le 
hair est sur l'autre. 

Ornement Classe 
plan de ,_9 ° en 

Roman 
(1969a) 

C1 (c)mC 1 
(c)m/kC1 

Cz (c)mCz 
(c)m/kC2 

Cla (c)mCla 
C2d (c)mC2a 
C~ (c)rnC~ t 

(c)mC~ a 
C~ I (c)mC~ It 

(c)mC~ TM 

C~v (c)mCl2v 
C~ (c)mC~Iv 
C2IIoI (c)mCIM a 

(c)mC~lo It 
Cs III (c)mC IIIt 

(c)mC TM 

c~Vo (c)mC~ v 

Tableau  2. Nombre des classes des colonnes ~"2t 

Nombre d'ordre Nombre d'ordre 
des classes des classes 

jOT"t de._992 en de~-"2/ ~ ~ °J~i 
Roman (1969b) 

1, 2 1--11 2 2 
3--5 12--33 3 3 
6--8 34--55 3 3 
9-12 56--91 4 4 

13-15 92-113 3 3 
16-19 114-149 4 4 
20-24 150-199 5 5 
25-29 200-249 5 5 
30,31 250-263 2 2 
32,33 264-277 2 2 
34-41 278-393 8 8 
42-44 394-415 3 3 
45-49 416-465 5 5 
50-54 466-515 5 5 
55-57 516-537 3 3 
58-60 538-559 3 3 
61-67 560-637 7 7 
Total 67 67 

Nombre de classes de 

# zo7-Uunic ~ - # b i c  
~"2F "~ 2aF 2aF 3-~t 

2 1 2 2 
3 1 3 9 
3 1 3 9 
4 1 4 19 
3 1 3 9 
4 1 4 19 
5 1 5 29 
5 1 5 29 
2 1 2 5 
2 1 2 5 
8 1 8 83 
3 1 3 9 
5 1 5 29 
5 1 5 29 
3 1 3 9 
3 1 3 9 
7 1 7 49 

67 17 67 352 
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(g) Classes de ~'-2 t correspondant d (c)mC~ t 
Si la colonne ~ 2  est (c)m tC It, on obtient une classe 

de J-22t pour chacun des ornements bicolores ~ deux 
faces C2Cki, (i,k= 1,2,3,4,5) et pour jCIdl, iCId2 ( j =  3,4). 
Les Figs. 32 et 33 de Roman (1965) conduisent faci- 
lement aux Figures correspondantes de J-~t. 

(h) Classes de ~ 2  t correspondant ?t (c)mC~ a 
M~me raisonnement que pr6c6demment. 

(i) Classes de J-2 t correspondant ?t (c)mCIs It 

Si la colonne 6e2 est (c)miCIs It, on obtient une classe 
de ~--2 t pour chacun des ornements bicolores h deux 
faces C~Icaj, C~Ic2j ( j  = 1,2) et pour 2C~Id. Les 5 derniers 
dessins de la Fig. 4 de Roman (1965)conduisent aux 
Figures correspondantes de ~--22t . 

( j )  C lasses  de 3-2  t correspondant g: (c)mC II~ 
M~mes r6sultats que pr6c6demment. 

(k) Classes de 3-2 t correspondant d (c)mQo 
Si la colonne 6~2 est (c)m~C2o on obtient: une classe 

de ~--2 t pour chacun des ornements CIocii ( i= 1,4) et 
deux classes de ~-'-22t pour chacun des ornements CIoc~t 
(j=2,3,5).  

La pr6sence de deux classes s'explique ainsi: 
L'ornement C~c2~ admet une antisym6trie par rap- 

port h un axe longitudinal (ou transversal) et une anti- 
rotation autour d 'un axe binaire transversal (ou longi- 
tudinal). D'apr~s I0 (ou 8) du Tableau l(b) et 8 (ou 10) 
du Tableau l(a) les colonnes qui en r6sultent ont une 
am a (ou am t) et une san# (ou sama). Les translations 

f o n d a m e n t a l e s  tl  et st2 des ornements C~c31 et C~c5~ 
conduisent ~t des colonnes avec une T ou une sT fon- 
damentale (Figs. 29 et 30). Les m~mes r6sultats pour 
(c)m4fI2v (Figs. 31 et 32 pour CI2:24). 

Si la colonne 502 est (c)mjQo ( j=2,3,5)  on obtient 
deux classes de 3 - 2  t pour chacun des ornements bico- 
lores ~t deux faces C~cij ( i= 1,2,3,4,5). Les 19 types 
d'ornements bicolores h deux faces 2C2vdt ( i= 1,2), 

4C2vd k ( k = l ,  . . - , 4 ) ,  5CIvdh 3C~dj ( j - - l ,  . . .  ,6), I 

(h = 1, • . . ,  7) engendrent chacua deux classes de Yzzt, 
sauf 4CIvdl qui fournit une seule classe. I1 y a deux 
classes de colonnes, puisque les deux directions de 
translation fondamentale de l 'ornement sont discer- 
nables, soit par rapport ~ la t~ et sta soit par rapport 
aux autres 616ments de sym&rie. Les figures pour tou- 
tes ces colonnes s'obtiennent en partant des Figs. 53, 
54 et 55 de Roman (1965). 

(l) Classes de j-2 correspondant d (c)mC~ 
Si la colonne ~ 2  est (c)m i C~Iv ( i= 1,2), on obtient une 

classe de ~-"2 t pour l 'ornement bicolore ~t deux faces 
u C2vcll et deux classes de :-2 t pour chacun des orne- 

II II ments bicolores ~t deux faces CI2~c21, Qvc12, zC2~d. 
L'apparition de deux classes s'explique par la pr6sence 
d'une rototranslation (ou antirototranslation) autour 
d'un axe binaire, transversal ou longitudinal, de l'orne- 
ment tel que la colonne puisse avoir une sRc (saRc) ou 
une stag (samg), d'apr~s 7-10 du Tableau l(a). Les 5 der- 
niers dessins de la Fig. 6 de Roman (1965) permettent 
d'obtenir les Figures pour ces colonnes ~--2~ t. 

(m) Classes de ~'-2 t correspondant ?: (c)mCIM a et  

(tl) C lasses  de .~-2 t correspondant gt (c)mC~ t 

Nombre  
d 'ordre  

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 
19 

Tableau 3. Classes et symdtries des colonnes ~'-2 

Colonne ~-'2 
Classe Genre  R T  a R T  F 

(c)oqCla J-'2 + + 
(c)o~Clbl or,,~ntc + 

~ 2 a F  - - #  
(C)~ 1 C1 bE '~'2F + + + 
(C)0q Clb3 q-"bie + + V 2 a F  

(c)O~ClCll ~--2 + 

(c)Oq Cldl ,.~'2 + 

(c)oqC2a ~-'2 + 
( c)o~C2bl oT-"unte ~ 2 a F  

(C)O~I C2b2 J-2F + + 
(C)gl C2b3 q'#ble + "" 2aF 

(c)~C2cll y-2 + 
( c)o~ C2c21 ~-2 ..}_ 

~ t  
(c)o~2C2a J 2  + + ..---# 
( c)°~ 2 C2b2 "~'2F + + + 
(c)o~2C~b3 or,,bic + + ~ 2aF 

(c)o~C2c12 if-'-2 + + 

( c)o~C2c22 ,~-2 + 

(c)oc2C2dl oj2 + 

(c)o~2C2d2 o q'2 + 

Sym6tries admises 
aF s R T  saRT  

+ + 

+ + 

+ + + 

+ 

+ + 

+ + 

+ 

+ + 

+ + 

+ + 

+ 

~- + 

+ 

r ar sr sar 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ + 

+ + 

+ + 

+ 

+ + 

+ 
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1.4/2Cid 2.4/2C~d 3.4/2C~d 4. 4/2C4d 

5.4/2C~d 6.4/2C~d 7.4C'~c~, 8.3C~c~ 

9.4C~c,2 10. 3C~c~2 11.4C~d= 12.3C~d2 

1 3.4/2C'2c2, 

17.4/2C~c~2 

21 .4 /2C~d2  

2 5 . 4 / 2 C ~ d l  

14.4/2C~c2~ 

] 8.4/2C~e,2 

22.4/2C~d, 

26.4/2C~d, 

1 5.4/2C~c2, 

] 9.4/2C'2d2 

23.4/2C~d, 

27.4/2C~d, 

16.4/2C~c~2 

20 .4 /2C~d2  

2 4 . 4 / 2 C ~ d ,  

2 8 . 4 / 2 C ~ d  

29. '~ 4C2vc21 la 30.4C2,,c2, I t  31.4C~c24 la 32.4C2vc2, 

i P ~ V . , J  

33. ' ~ " " "  ,..,, 3, 35. A c,,v,~ 36.-,~,.., 2,,,.,, • *~+ ,,3, 3 4 . 4 r " " + c  ,a r,v+A 
"3"5 ~.., 2v  u 1 

Figs. 1-36. Fragments des d6veloppements plans de colonnes #-2zt. (V. aussi la 16gende des Figs. 37-41.) 
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M~mes r6sultats qu 'au point (g). Les Figures pour 
toutes ces colonnes, s'obtiennent ~t l'aide des Figs. 
72-75 de Roman (1965). 

(o) Classes de ~'-2 t correspondant ~ (c)mC IIIt 

Si la colonne ~2  est (c)m I C IIIt ( i= 1,2,3), on obtient 
une classe de J2zt pour chacun des ornements bicolores ~t 
deux faces CIItdki ( k , i  = 1,2,3) (Fig. 33 enes t  un exem- 
pie). A l'aide des 9 derniers dessins des Figs. 8, 82 de 
Roman (1965), on peut obtenir les Figures de ces colon- 
nes ~--2 t. 

(p) Classes de J-z t correspondant dt (c)mCX~ na 
M~mes r6sultats que pr6c6demment (p. ex. Fig. 34). 

(q) Classes de ~--~t correspondant ?t (c)mC~ v 
Si la colonne ~'GP 2 est (c)m tC~ v ( i= 1,2,3,4,5) on ob- 

tient une classe de g-2 t pour chacun des ornements 
IV bicolores ~t deux faces C2~ ejk (j,k = 1,3,4) et deux clas- 

ses de J-2 t pour chacun des 16 autres ornements bico- 
lores ~. deux faces C~Vem (h,i= 1,2,3,4,5) ainsi que pour 
chacun des quatre ornements bicolores ~ deux faces 
vCzodqlV (p=2,5," q =  1,2) (exemples: Figs. 35 et 36). 
La pr6sence de deux classes s'explique par l'existence 
de deux sym6tries diff6rentes (transversale et longitu- 
dinale) dans l 'ornement.* Les 4 derniers dessins de la 
Fig. 92 et des Figs. 93-95 de Roman (1965) permettent 
de construire les Figures pour ces colonnes g-22t . 

Le Tableau 2 r6sume les conclusions des §§ 2.3 et 2.4. 

2.5. Les eolonnes g-2 
Des consid6rations analogues ~t celles du § 6 de Ro- 

man (1969a) conduisent aux conclusions suivantes" 

* Par exemple: rotation autour d'un axe binaire longitudinal 
de P et antirotation autour d'un axe binaire transversal de P 
(dans CVIcl2, Cl5, c42, C45) OU antisym6trie par rapport b. un 
axe longitudinal et antirotation autour d'un axe binaire trans- 
versal de P (dans C TM Czl, C24, C51, C54) etc. 

Aux types Clc~1, 1Cld, C2c11, C2e21, C2c12, C2c22, 2C2dl 
et 2C2d2 [d'ornements bicolores 5. deux faces, dans un 
r6seau de parall61ogrammes - v. Figs. 1 et 2 de Roman 

(1965)] correspondent des colonnes ~--22 (sans translati- 
on) si l 'angle de rotation de la aRT, saRT, sRT, ou R T  
fondamentale est de la forme 2rc~, ~ nombre irrationnel 

de l'intervalle (0,1). Ces colonnes J-22 seront not6es en 
faisant pr6c6der de (c)~ le type de l 'ornement bicolore 
~t deux faces. On peut noter, de la m~me fa~on, les 

/~7-'# colonnes ~--~ et ~ 2. 
Le Tableau 3 pr6cise les sym6tries de ces classes de 

colonnes transparentes, bicolores, sans translation. 
Puisque les autres types admissibles d'ornements bico- 

lores ~t deux faces (v. § 2.4) ont des axes de sym6trie ou 
antisym6trie (avec ou sans glissement), ou bien des axes 
de rotation o u antirotation (avec ou sans translation) - 
axes situ6s dans le plan du r6seau de l 'ornement - les 
colonnes Y2 correspondantes admettent comme sy- 

m6trie une translation et n 'appartiennent plus b. :-2. 
Pour les colonnes des classes 1, 7, 13, v. Figs. 68-70 

de Roman (1969b); pour les classes 2, 8, v. Fig. 76 de 
Roman (1969a) off dans chaque maille on introduit un 
motif  ou deux motifs sym6triques par rapport  au 
centre de la maille, motifs blancs sur une face de la 
colonne et noirs sur l 'autre; pour les classes 3, 9, 14, v. 
Figs. 68-70 de Roman (1969b), off les motifs sont situ6s 
sur les deux faces de la colonne tandis que pour les 
classes 4, 10, 15 dans les m~mes Figures les motifs 
blancs sur une face sont noirs sur l 'autre et r6cipro- 
quement; pour les classes 5, 11, 17, dans les m~mes 
Figures, les motifs blancs sont situ6s sur une face, les 
noirs sur l'autre. Les classes 6, 12, 16, 18, 19 sont donc 
nouvelles et des fragments de leurs d6velopp6es se tvou- 
vent dans les Figs. 37-41. 

2.6. Les colonnes y 2  continues 
Si l 'on fait tendre m vers l'infini dans les classes de ~--22 

37. a~Cld 38. O( C2c21 39. c(C2c12 

40. a2C2dl 41. c(2C2d 2 

Figs. 37-41. Fragments des d6veloppements plans de colonnes J-22. 

~ P "  Motif noir, situ6 sur la face ext6rieure de S. 

Motif blanc, situ6 sur la face ext6rieure de S. 

Motif noir, situ6 sur la face int6rieure de S. 

Motif blanc, situ6 sur la face int6rieure de S. 
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et dans les 39 premieres classes des j - 2  du Tableau 2, 
on obtient les colonnes transparentes bicolores bifacia- 
les semicontinues obliques (sans rotation): (a) alter- 
native altern6e* (Figs. 42 et 43), (b) axiale paire1" alter- 
n6e (Fig. 44), (c) axiale paire axialement altern6e (Fig. 
45), (d) axiale alternative altern6e (Fig. 46), (e) axiale 
alternative axialement altern6e (Fig. 47), ( f )  axiale al- 
ternative paire (Figs. 48 et 49). 

Les m8mes colonnes peuvent admettre une rotation 
d'amplitude 2n/m si l'angle c~ de la d6velopp6e plane 
de l'h61ice (d6termin6e par la rototranslation) avec la 
g6n6ratrice du cylindre est donne par la relation tgc~= 
2nr/mh (ofa h est le pas de l'h61ice). 

Si l 'on fait tendre m v e r s  l'infini dans les autres 
classes de ~-7"2 ~' 2,, on obtient les colonnes transparentes 
bicolores bifaciales semicontinues annulaires (qui ad- 
mettent la rotatioa d'amplitude quelconque comme 
sym6trie) de types (a')-(f') analogues aux pr6c6dents 
(dans les Figs. 42-49, les d6velopp6es des h61ices devi- 
ennent perpendiculaires aux g6n6ratrices de S). 

Si l 'on fait tendre h vers z6ro dans les classes de 
.y-z, on obtient les colonnes transparentes bicolores 
bifaciales semicontinues longitudinales, de types (a")-  
( f " )  analogues aux pr6c6dents (dans les Figs. 42-49, les 
d6velopp6es des h61ices deviennent parall~les aux g6n6- 
ratrices de S). 

* Alternative - les couleurs sont altern6es sans que les motifs 
aient une sym6trie; altern6e - les motifs continues voisins de 
couleurs diff6rentes se trouvent sur des faces diff6rentes du 
cylindre S. 

I" Axiale paire - le motif d 'une couleur admet une axe de 
sym6trie, dans le d6veloppement plan de S. 

imm6diatement des sym6tries des colonnes j -2 dont 
elles sont les limites. 

2.7. Les colonnes ~-2c 
.JZ"! 

Les colonnes ~' 2c coincident avec les colonnes o9°2c, 
il y e n  a done 244 types. Le nombre de types des colon- 

- -7--bit est aussi celui de ~2e, puisqu'elles nes J-2rc et ~. 2aFc 
sont bicolores sur une face. Le nombre de types des co- 
lonnes ~7-,,un~c est 75, le m~me que celui des colonnes 5:e. 

~ "  2 a F c  

Quant ~t leur sym&rie, v. § 2.3. 
Les types des colonnes 3 2  c se d6duisent de ~-2t, 

en particularisant aq et m/k (cf Roman, 1969a,b). 
Les classes des colonnes 52 t  qui d6rivent d'orne- 

ments bicolores, dont la notation contient c ,  ( i= 
1,2,3,4,5), conduisent ~ des colonnes J-2 C 6quivalentes 
~, 5:2¢, si on remplace dans ces derni6res les antisym6- 
tries avec les s-antisym6tries, 6tant donn6 la significa- 
tion de c,  (v. Roman (1965), § 3a, pp. 236-238 et les 
Figures correspondantes). Ces types de colonnes j - 2  
r6sultent de 67 classes de ~"--2 t et leur nombre est 244. 

Le nombre des autres types de 3 -2  (qu'on peut appe- 
ler 'propres' ou colonnes bicolores transparentes cris- 
tallographiques, proprement-dites) est precis6 dans ce 
qu'il suit, darts l 'ordre du § 2.4: 
(a) aucun; 
(b) m/k = 4/2, 6/2 ou -6/2, dans chacune des six classes 
d6duites de l 'ornement xC~d; 
(c) m = 2, 4, 6, - 4  ou 6, dans chacune des trois clas- 
ses avec T, d6duites des ornements C2c2b C:~2, 2C2d2, 
tandis que dans les trois autres m = 1, 3 ou - 3 ;  
(d) m/k=4/2, 6/2, 6/3 ou -6 /2 ,  dans chacune des 
trois classes avec RT, d6duites des ornements C2c21, 

Les sym6tries de toutes ces colonnes se d6duisent 

42 43 44 45 

46 47 48 49  

/ 

/ 
~ . O ~  Motif 

Figs. 42-49. Fragments des d6veloppements plans de colonnes transparentes, bicolores, bifaciales, semicontinues obliques; 
(42) et (43) alternative altern6e, (44) axiale paire altern6e, (45) axiale paire axialement altern6e, (46) axiale alternative altern6e, 

(47) axiale alternative axialement altern6e, (48) et (49) axiale alternative paire. 

Motif continu noir, situ6 sur la face ext6rieure de S. 

Motif continu blanc, situ6 sur la face ext6rieure de S. 

Motif continu noir, situ6 sur la face int6rieure de S. 

continu blanc, situ6 sur la face int6rieure de S. 
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Ornement 
plan 

T a b l e a u  4. Nombre  de types des colonnes j - 2  

Lettre Classe de S~' 
d'ordre Roman 

(1969a) 

CI a (c)mC1 
b (c)m/kC1 

C2 c (c)mC2 
d (c)m/kC2 

Cld e (c)mCld 
C2d f (c)mC2d 
C~ g (c)mC] t 

h (c)mC Ia 
C] t i (c)mCXs u 

j (c)mCls Ia 

C~v k (c)mCI2v 
C~ l (c)mCX2 l 
C~o I m (c)mCI2~ a 

n (c)mC~ m 
Cs xlI o ( c)mC] TM 

p (c)mC IIIa 

CI2 v q (c)mCI2 v 
Total 

Nombre des classes 'propres' Nombre des Nombre 
de 9"-2 t dans lesquelles m des classes de types 

(ou m/k) prend 'impropres' de 9-2 t 
3 valeurs 4 valeurs 5 valeurs de 3-2 t 

- - - 2 - 

6 - - 3 18 
3 - 3 3 24 

12 3 - 4 48 
6 - - 3 18 

12 3 - 4 48 
21 - 3 5 78 
18 - 6 5 84 
3 - - 2 9 
3 - - 2 9 

51 - 24 8 273 
6 - - 3 18 

24 - - 5 72 
18 - 6 5 84 
6 - - 3 18 
6 - - 3 18 

42 - - 7 126 

237 6 42 67 945 

C2c12 , 2C2d2, tandis  que dans  les autres  m / k = 4 / 2 ,  6/2 
ou - 6/2; 
(e) m = 2, 4 ou 6, dans  chaque  classe d6duite  de l 'orne-  
m e n t  1Cld (parce qu ' i l  n 'y  a pas une  R* f o n d a m e n t a l e ) ;  
( f )  m = 2,3,4 ou 6, dans  chaque  classe avec R, d6duite  
des o rnemen t s  C2c21 , C2c12, 2C2d2 [m = 1 condu i t  ~t une  
classe du  poin t  (c)] dans  les autres  classes, m = 2, 4 ou 
6; 
(g) m = l, 2, 3, 4 ou 6, dans  chaque  classe d6duite  des 
o rnemen t s  C~cal, C~c13, 3Ctjl  (puisqu 'e l les  adme t t en t  
R);  dans  les autres  c l a s se s ,  m = 2, 4 ou 6; 
(h) m = l,  2, 3, 4 ou  6, dans  chaque  classe d6duite  des 
o rnemen t s  CIcpq (pq = 2 l, 5 l ,  12, 52, 15, 25) puisqu '  elles 
adme t t en t  R;  dans  les autres  classes m = 2 ,  4 ou 6; 
(i) m = 1, 2 ou  3 dans  chaque  classe, puisqu ' i l  y a une  
s-sym6trie  (ou une  s-ant isym6tr ie)  c o m p o s 6 e ) ; t  
(.]) m = 2, 4 ou 6, clans chaque  classe, puisqu ' i l  n 'y  a pas 
une  R fondameta l e ) ;  
(k) m = 1, 2, 3, 4 ou 6, clans chacune  des 24 classes d6- 
dui tes  des o rnemen t s  C~cp~ (off p q = 2 1 ,  21, 31, 51, 
12, 12, 32, 52, 13, 23, 53, 15, 25, ou 35) et C~,drs (off 
r s =  12, 12, 13, 22, 23, 35, 43, 45, 65 ou 75)~ et qui ad- 
me t t en t  R;  m = 2 ,  4 ou 6, dans  les autres  51 classes 
'p ropres '  ;** 
(l) m =  1 ,2 ou  3 [comme au po in t  (i)], dans  chacune  
des six classes ' p ropres ' ;  

* Si une colonne J22t admet une aR, sR ou saR, alors m 
doit 6tre pair, pour que cette rotation r6p6t6e m fois donne 
l'identit6; s'il y a une R fondamentale, aiors m peut 6tre un 
nombre naturel quelconque. 

-I" Dans une classe de @2 t avec sRe (aRe ou saRc), l'ordre de 
la composante rotationelle de cette sym6trie compos6e est le 
double de l'ordre de la R (aR, sR ou saR) fondamentale. 

:l: Pour la r6p6tition des paires des indices, v. § 2.4(k). 
** Ce sont les classes qui conduisent ~t des colonnes 3-2c 

'propres'. 

(m) m = 1, 2 ou 3 [comme aux poin t  (i)], dans  chacune  
des 24 classes ' p ropres ' ;  
(n) m = 1, 2, 3, 4 ou 6, dans  chacune  des six classes d6- 
dui tes  des o rnemen t s  /"qllt t, (O1~1 pq = 21 31, 12, 32, "~2v '~pq, 
13 ou 23) et qui a d m e t t e n t  R;  m = 2, 4 ou 6, dans  les 
autres  18 classes ' p ropres ' ;  
(o) et (p) m = 2, 4 ou  61"'[', dans  chacune  des six classes 
' p ropres ' ;  
(q) m = 2, 4 ou 6, dans  chacune  des 42 classes 'p ropres ' .  

Le Tab leau  4 r6sume les conclus ions  de ce pa ragraphe ,  
d o n t  les r6sultats  conco rden t  avec ceu× de Gal ia rsk i  & 
Z a m o r z a e v  (1965). 

Les Figs. 1-36, qui d o n n e n t  des f ragments  de d6vel- 
loppements  des co lonnes  ~--2t, s on t  des exemples  de J 2  c 
'p ropres ' ,  les valeurs  de m(ou re~k) 6tant  inscri tes sous 
chaque  Figure.  

l"t Dans les classes de Y-2 t dont le d6veloppement plan est 
un ornement du r6seau rhombique, m est pair, 5. cause de la 
R T  (aTR, sRT ou saRT) fondamentale, tandis que R (aR, sR 
ou saR) de la colonne est d'ordre m/2. 
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